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In der v o r a n g e h e n d e n A r b e i t 1 w u r d e d ie HEISENBERGSC!^ I n t e g r o d i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g f ü r das 
E n e r g i e s p e k t r u m F (k, t) in e i n e m h o m o g e n i so trop turbu lenten S t r ö m u n g s f e l d e als parabo l i s ches 
A n f a n g s w e r t p r o b l e m f ü r versch iedene W e r t e des P a r a m e t e r s « integr iert , w o b e i d i e A n f a n g s w e r t e 

t 0 ) aus M e s s u n g e n von TOWNSEND und STEWART 2 ermitte l t wurden . D e r V e r g l e i c h d e r z u g e h ö r i g e n 
A b k l i n g g e s e t z e f ü r d ie mit t lere Gesamtenerg ied i ch te E ( t ) mi t e x p e r i m e n t e l l e n E r g e b n i s s e n l i e fer te 
e inen « - W e r t « = 0 ,75 . D i e G r ö ß e v o n « bes t immt aber nicht nur den ze i t l i chen A b k l i n g v o r g a n g d e r 
G e s a m t e n e r g i e , s o n d e r n a u d i d i e spektra le Ver te i lung d e r Energ ie auf d i e v e r s c h i e d e n e n W i r b e l -
g r ö ß e n zu e i n e m b e s t i m m t e n Z e i t p u n k t . Es erscheint d a h e r wünschenswer t , e i n e « - B e s t i m m u n g 
unter d i e sem A s p e k t d u r c h z u f ü h r e n . D a d ie E n e r g i e s p e k t r e n F(k,t) se lbst nicht v o n TOWNSEND und 
STEWART 2 g e m e s s e n w o r d e n s ind , s o n d e r n nur d ie Zwe i - u n d D r e i f a c h k o r r e l a t i o n e n f(r, t) und k(r, t) 
d e r G e s c h w i n d i g k e i t , w e r d e n aus d e n in A ermitte l ten Energ i e spekt ren F(k,t) d i e z u g e h ö r i g e n 
G e s c h w i n d i g k e i t s k o r r e l a t i o n e n f{r,t) und k(r,t) ermitte l t u n d mit den M e s s u n g e n verg l i chen . Es 
e rg ib t sich « = 0 , 4 7 . D i e b e i d e n o p t i m a l e n « - W e r t e d i f f e r i e ren also, w a s a b e r in A n b e t r a c h t der 
s tarken V e r e i n f a c h u n g e n , d ie d e m HEisENBERGschen M o d e l l z u g r u n d e l i egen , nicht v e r w u n d e r n dar f . 
Betrachtet m a n das zu « = 0 ,47 g e h ö r i g e A b k l i n g g e s e t z f ü r E(t), so sieht m a n , d a ß d ieses d e n gemes -
senen Ver lau f e i n i g e r m a ß e n gut a p p r o x i m i e r t , so d a ß d i e gesamten e x p e r i m e n t e l l e n E r g e b n i s s e mit 
e i n e m « - W e r t v o n 0 , 4 7 angenäher t richtig beschr ieben w e r d e n . 

A u s d e r G e s c h w i n d i g k e i t s k o r r e l a t i o n f(r,t) kann f e r n e r nach e iner F o r m e l v o n BATCHELOR 3 auch 
d i e D r u c k k o r r e l a t i o n P [r, t) berechnet w e r d e n , ü b e r d ie b i sher nur asymptot i s che A u s s a g e n f ü r g r o ß e 
R e - Z a h l e n v o r l a g e n . L e i d e r l i egen h ier j e d o c h ke ine e x p e r i m e n t e l l e n E r g e b n i s s e z u m V e r g l e i c h vor . 

I. Geschwindigkeitskorrelationen 

1. Berechnung der Geschwindigkeitskorrelationen 

Im isotropen Fall werden die zwei- und dreistufi-
gen Tensoren des Geschwindigkeitsfeldes 

Ä i &(r) = M r 0 + r) M r 0 ) 
und Sijk(i) = M r 0 ) Uj(r0) Uk(r0 + r ) 

jeweils durch eine einzige Skalarfunktion bestimmt: 
(Ui sind die Komponenten des Geschwindigkeitsvek-
tors Ü ; r0 und l"0 + r bestimmen zwei Punkte des 
Strömungsfeldes; zur Definition der Mittelwerte 
siehe A, Abschnitt I) 

wo 1 = ( r i ? r 2? r 3) - Dieses Ergebnis kann man leicht 
mit einfachen Hilfsmitteln der Invariantentheorie 
gewinnen, wie R O B E R T S O N 4 gezeigt hat. Die beiden 
definierenden Skalarfunktionen f{r,t) und k(r,t), 
die einfach „Zwei- bzw. Dreifachkorrelation" ge-
nannt werden, sind durch die v. KlRMÄNsche Glei-
chung verknüpft5: 

dt 
u 2 / = ( u 2 ) >/i + 4 )Ä: + 2 v^2 

o r r 
S 2 , 4 _3_\ , 
3r2 + r dr) 

( 2 ) 

Rik(x,t)=uHt) \- l I lL/irk+(f+l^r^]dik 

S<*(r, t) = ("2(0)Vl k-r(dk/dr) 
"'2 T3' 

n T-j rk (1) 

2 k + r(dk/dr) , * , „ x \ k r X 
' (ri °jk + n Oik) ~ 0 rk Oij 

4 r 

In dieser Gleichung drückt sich der nichtlineare Cha-
rakter der NAViER-STOKESschen Differentialgleichun-
gen durch das Auftreten von k (r, t) aus. Man braucht 
also eine weitere Beziehung zwischen / und k, um 
zu einem bestimmenden Gleichungssystem zu gelan-
gen. Eine derartige Beziehung kann die statistische 
Theorie aber nicht liefern, wie schon in A angedeutet 
wurde. Sie kann nur auf einer physikalischen Hypo-
these beruhen, wie sie etwa im HEisENBERGschen An-

1 K . MERZ, Z . N a t u r f o r s c h g . 11 a, 8 3 2 [ 1 9 5 6 ] ; voranste-
h e n d e A r b e i t , im f o l g e n d e n als A zitiert. 

2 R . W . STEWART U. A . A . TOWNSEND. P h i l o s . T r a n s . A 2 1 3 , 
3 5 9 [ 1 9 5 1 ] . 

3 G . K . BATCHELOR, P r o c . C a m b r . P h i l . S o c . 4 7 , 3 5 9 [ 1 9 5 1 ] . 
4 H . P . ROBERTSON, P r o c . C a m b r . P h i l . S o c . 3 6 . 2 0 9 [ 1 9 4 0 ] . 
5 TH. VON KA'RMAN U. L . HOWARTH, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . 

A 1 6 4 . 192 [ 1 9 3 8 ] . 
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satz steckt. Auf diesen greifen wir denn audi hier 
zurück. 

Schreiben wir die Gl. (2) ein wenig anders: 

a ^ w d ^ l , 3 , 

und ziehen die HEiSENBERGsche Integrodifferential-
gleichung 6 für das Energiespektrum F(K,t) in dif-
ferenzierter Form hinzu: 

lF+2 vK*F (4) 
dt 

oo K 

- - * 3 > 1 / }'F%'Ux f ^F(x,t)Ax, 
k o 

so verfügen wir damit über zwei Gleichungen für 
/ und k, wenn wir den Zusammenhang zwischen f 
und F beachten, der durch die beiden Integralfor-
meln 

oo 
F (K, t) = 1 I u? f (r, t) K2 r2 ( s i n ^ r - cos K r) dr , 

o 
oo 

u?f{r,t)= 2 f F § ' } ^ r L - ^ K r y K (5) 

o 
gegeben ist. Multiplizieren wir (4) mit 

und integrieren über K von 0 bis oo, so erhalten wir unter Berücksichtigung von (5 ) : 
oo / OO K \ 

0 \ K 0 / 
also mit (3) : 

OO / oo K \ 

0 \ K 0 / 

Integration von (6) über r liefert schließlich ^ 

0 \ K 0 / 
Dazu tritt / ( r , t) = -3- [ ~ cos K r) dK . (8) 

V ' E(t) J K2r2 \ Kr ) V ; 
0 

Durch die Formeln (7) und (8) ist das Anfangs-
wertproblem für die Zwei- und Dreifachkorrelation 
zurückgeführt auf das in A behandelte Anfangswert-
problem für das Energiespektrum. Leider ist es nicht 
möglich, den Zusammenhang zwischen / und k , wie 
er durch (7) und (8) gegeben wird, algebraisch in 
der Form k = G(f) auszudrücken und (2) direkt zu 
behandeln. 

Unsere Aufgabe besteht nunmehr in der Berechnung 
von k und / aus den Spektren im Abstand x/M = 30, 
60, 90, 120 hinter dem Gitter. Hierzu steht das in A 
berechnete dimensionslose F zur Verfügung. Die obigen 

6 W. HEISENBERG, Z. Phys. 124, 628 [1948], 

Integrale liefern dann k(r/L) bzw. f(r/L) (L ist die 
Bezugslänge, etwa L = X(t0), wo X die TAYLORSche Dis-
sipationslänge ist). Sei ?/ = r/L und x = kL, so gilt: 

oo 

/(*) = ! f - / 2 ( S i n X - y - c o s x ^ d x . (9) 
E J * y \ ) 

o 

Für / ' (y), das im nächsten Abschnitt zur Berechnung 
der Druckkorrelationen benötigt wird, ergibt sich 

oo 
,, , . 3 l F ( . 3 cos x y 3 sin x y \ . 

o (10) 

m 



Setzen wir 

( 1 1 ) 

oo 
Ri (y) = I }x{ ( s i n x y- - c o s x y) dx, 

J x- y1 \ xy / 
0 oo 

R,{y) = \F{X) S M X Y d x , 
' X 11 

so gilt 

/ M - - U ( » > i /<»> * . ( " " " (12) -c/ td \ y / 

Die Berechnung des komplizierten Integrals (7) kann 
ganz analog durchgeführt werden. Setzt man nämlich 

^ ( F 

F dx 

(13) 

x2 F dx 

so ist 
oo 

yk(y)= f P ( x ) ( s i n x y + 3 - 3 * [ A dx . J xy \ xy x*y- ! 
0 ( 1 4 ) 

F(x) berechnet sich nun einfach aus den im Laufe der 
Integration der HEisENBERGschen Integralgleichung er-
mittelten Funktionen a(k,t) und ß(k,t) (siehe A) : 

F ( x ) - ^ y i a ( X i t ) 

(15) 

F(x) = 1 / 2 

Mit Wx (y) = / V}X)- ( S i n X y - cos x y I dx , 
J xly- \ xy 
0 

WM = JV(z) dx 
o 

ist dann auch k(y) = W t { y ) ~ 3 r t ( y ) 
y 

(16) 

(17) 

Damit ist die Berechnung der Korrelationen auf ein 
einfaches Schema zurückgeführt: 1. ist F(x) zu ermit-
teln, 2. müssen die Integrale (11) und (16) berechnet 
werden, 3. sind die Korrelationen (12) und (17) zu 
ermitteln. 

Als physikalisch sinnvoll, gemessen am Abkling-
gesetz, hatten sich in A nur die Lösungen für 
x = 0,47 und * = 0.75 ausgewiesen. Für beide wer-

den denn auch im Gitterabstand x/M = 30, 60, 90. 
120 die zugehörigen Geschwindigkeitskorrelationen 
ermittelt, um einen Vergleich mit den Messungen 
von S T E W A R T und T O W N S E N D Z U ermöglichen. Von 
jeder Korrelation sind 11 Werte berechnet: 

r/;1 = 0,5; 1; . . . ; 10. 

Die Ergebnisse der Rechnung sind in den Abb. 1 
bis 9 aufgetragen. 

Vs 
V \x > 

\ \ — ; / « 

A b b . 1. Zweifach-Geschwindigkeitskorrelation f(rß.) 
und Druckkorrelation P(rß)/P(0) bei x/M = 60. 

Geschwindigkeitskorrelationen: « = 0 ,47 ; 
« = 0,75. 

Druckkorrelationen: « = 0.47, t / = 620 cm/sec , 
« = 0.75, /?m = 5300. 

+ M e ß p u n k t e f ü r / ( r / 2 ) n a c h STEWART u n d TOWNSEND. 

\ 
vN V 

V. 
NN \ 
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A b b . 2. Zweifach-Geschwindigkeitskorrelation f(rß) 
und Druckkorrelation P(rß)/P(0) bei x/M = 90. 

Weiterer Text wie in Abb . 1. 

A b b . 3. Zweifach-Geschwindigkeitskorrelation f(rß) 
und Druckkorrelation P{rß)/P(0) bei x / M = 120. 

Weiterer Text w ie in Abb . 1. 



2. Asymptotisches Verhalten 

Über das asymptotische Verhalten der Korrela-
tionsfunktionen bezüglich t—^oo bzw. r - > o o kann 
man nur sehr spärliche Angaben machen. Unter-
suchen wir zunächst f{r,t) für t-> oc. Sei t* so ge-
wählt, daß für t^Lt* die Trägheitsglieder [k(r, /) ] 
gegenüber den Reibungsgliedern vernachlässigt wer-
den können. Die Differentialgleichung (2) wird 
dann bestimmend für / : 

t 
%~2v 
dt 

'32/ , 4 3/ 
Kcr- r dr 

d u-
d t 

f = 0 für t>t*. 

(18) 

Sei ferner t so groß gegen t*, daß das Abklingen 
der Gesamtenergie durch das *_J/2-Gesetz [siehe A, 
Gl. (40 ) ] wiedergegeben wird. Dann ist 

1 du2 

u- d/ 
5 

2{t-t*) 

Die Differentialgleichung (18) lautet dann: 

> f-2v&+*-dl\ = 0 für t>? 3/ 5 
dt 2 (t—t*) 

( W 
Eine Lösung ist 

/ ( r , * ) = e x p [ - r * / 8 v ( * - * * ) ] . ( 2 0 ) 

(18) stellt für / ein parabolisches Anfangswert-
problem: f(r,t0) = /o ( r )> h = l*• Für alle Anfangs-
werte geht die Lösung für t t* in (20) über. Das 
folgt daraus, daß (20) auch durch die Transformation 
(5) aus F(k,t) = ( A / S j i ) & 4 e x p ( - 2 vk2(t-t*)) 
gewonnen werden kann. Durch letztere Formel wird 
das asymptotische Verhalten von F(k,t) für t^> t* 
beschrieben. (20) beschreibt somit allgemein das 
asymptotische Verhalten von / für t^> t*, unabhän-
gig von den Anfangswerten. 

Der Gedanke liegt nahe, dieses Verfahren auch 

zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens von 
k(r, t) zu benutzen. In der zu (2) analogen Gleichung 
für d(u2)3,i k/dt treten Skalarfunktionen des vier-
stufigen Mittelwerttensors auf. Man kann dann 
ein t festlegen, derart daß für t t diese Glieder 
gegenüber den Ä-Gliedern vernachlässigt werden 
können. Es ergibt sich dann eine zu (18) analoge 
Gleichung für k(r,t). Auch hier tritt ein Glied von 
der Form (1 /u2) du2/dt auf. Auch kann man das 
/_J/s-Gesetz für u2 verwenden, das für t /* gilt, 
da t^üt* sein muß. Denn wenn man die Dreifach-
gegen die Zweifachkorrelationen vernachlässigen 
kann, so auch die vierfachen gegen die dreifachen. 
Soweit liefe alles parallel zum obigen Vorgehen. Nur 
kann man hier nicht zeigen, daß die ähnliche Lösung, 
die nur von x = r / y v t abhängt, eine asymptotische 
Lösung bezüglich t—>oc für alle Anfangswertpro-
bleme ist, wie es oben möglich war. Diese Möglich-
keit beruhte darauf, daß die asymptotische Form 
von F(k,t) für t—> oc unabhängig von den Anfangs-
bedingungen war. Über das asymptotische Verhalten 
der FouRiER-Transformierten von k(r,t) ist dagegen 
nichts bekannt, wenn man nicht auf den HEiSENBERG-
S c h e n Ansatz zurückgreifen will. 

(20) zeigt, daß f(r) - e x p ( - r 2 ) für t > t*. Ob das 
auch zu früheren Zeitpunkten der Fall ist, kann 'nicht 
mit Bestimmtheit gesagt werden. Betrachtet man die 
aus (5) folgenden Integralrelationen: 

oo 

(IS) - — (-1)" fr2nf^ dr' 
\dK2»/K=0 tc J 

0 

so erkennt man, daß f(r) stärker als jede Potenz für 
r-> oo verschwinden muß, wenn F im Punkt k = 0 un-
endlich oft differenzierbar nach k ist. Letzteres ist 
plausibel, kann aber nicht bewiesen werden. Multipli-
ziert man (3) mit r-n und integriert von 0 bis oo , so 
erhält man nach einigen partiellen Integrationen: 

dMJ? -2v(2n-4) (2n-l) M2n-2-2vu2r2n^L\° +2 vu2(2 n-4) r2"'1 / 1° = f r2n K(r) dr 
di 3r [ oc I oo J 

0 oo oo 
= (ü2)3''« r2nk 0 - (^) s / s ( 2 n - 4 ) f r2«"1 k dr für n ^ 1 ; M2n = u2 f r2nf(r) dr ; K(r) = A (r4 k) . 

joo J J r* er 
0 0 

Verschwindet / stärker als jede negative Potenz von r im Unendlichen, so fallen die ausintegrierten /-Glieder weg, 
und es bleibt: 

oo oo 
^ " - 2 v ( 2 / i - 4 ) (2/1-1) M2n-2=(u2y''-r2nk - (u2)*'* (2 n - 4) J r2"'1 k dr = J r2n K(r) dr . (21) 



Geht man von der plausiblen Annahme aus, daß 
F(k,t) für k = 0 beliebig oft nach k differenzierbar ist, 
so existiert die linke Seite. Also muß auch die rechte 
existieren, d. h. es muß K(r) stärker als jede negative 
Potenz von r verschwinden. Daraus folgt, daß entweder 
das gleiche Verhalten für k(r) zu fordern ist für 
r - > oc, oder aber K(r) = 0 im asymptotischen Bereich, 
d. h. k(r) ~ r~i für r -> oo . Aus (21) folgt für n = 2 : 

d M 4 

d« 
r4 K(r) dr = r4 k(r) • (u2) 2 \3h 

Im Falle k(r) - r4 ist also dMjdt = dQ/dt + 0 , im Ge-
gensatz zu der Meinung, daß die LoiTsiANSKische In-
variante 7 konstant ist. Zu diesem zweiten, mit der Dif-
ferenzierbarkeitsforderung für F(k,t) in k = 0 verträg-
lichen Verhalten von k(r,t) für r—>-oo gelangen 
P R O U D M A N und R E I D 8,5 in einer jüngst erschienenen 
Arbeit auf Grund der Annahme, daß die Wahrschein-
lichkeitsverteilung für die Geschwindigkeitsvektoren in 
drei verschiedenen Punkten des Strömungsfeldes eine 
Normalverteilung ist. 

3. Diskussion der Ergebnisse 

An Hand von Abb. 6, die die beiden Dreifach-
korrelationen für « = 0,75 und * = 0,47 bei x/M = 30, 
also im Anfangspunkt unserer Rechnung zeigt, er-
kennen wir, daß die Korrelation k(r,t) für « = 0,47 
sehr gut mit den experimentellen Ergebnissen über-
einstimmt, während sie für « = 0,75 viel zu große 
Werte annimmt. Nun, das Auftreten großer Diffe-
renzen zwischen den einzelnen «-Werten ist bei k(r, t) 
zu erwarten, da es nach (7) in « linear ist. Die 
Dreifachkorrelation hängt ja nur von den Trägheits-
gliedern, also der Austauschgröße, ab und wird von 
der Reibung nur indirekt im Laufe des Abkling-
vorgangs beeinflußt. Wir haben schon früher be-
merkt, daß der «-Wert 0,47 durch diese Rechnung 
gewonnen wurde, während sich « = 0,75 durch Uber-
legungen ergab, die das Abklinggesetz betreffen. Im 
weiteren Verlauf des Abklingvorgangs treten Ab-
weichungen von den Meßpunkten auf (Abb. 7 bis 9 ) . 
Im Bereich rjk — 5 bis 10 ergeben die Rechnungen 
offenbar ein zu starkes Abklingen von k(r). Aller-
dings ist dabei zu berücksichtigen, daß die Messun-
gen in diesem Bereich recht ungenau sind, wie von 
den Experimentatoren selbst angegeben wird. 

Bei den Zweifachkorrelationen (Abb. 1 bis 3) sind 
die Differenzen zwischen den Korrelationen für die 
beiden «-Werte sehr gering und nehmen im Laufe 
des Abklingvorganges noch weiter ab. Die Meß-

punkte werden von beiden Scharen gut approximiert. 
Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß die 
Korrelationen für « = 0,47 gut mit den Messungen 
von S T E W A R T und T O W N S E N D übereinstimmen. Es sei 
vermerkt, daß der Wert « = 0,47 gut übereinstimmt 
mit dem von P R O U D M A N 8 B angegebenen Bereich für 
k = 0,45 ± 0,05, den dieser durch Vergleich von 
ähnlichen Lösungen der HEisENBERGschen Gleichung 
mit experimentellen Daten gewann. 

i.o 
f(rA) 
jo.« 

0.6 

\ 
\ 

^o —^r/x 

O ' 2 3 * 5 6 7 8 9 10 
A b b . 4 . Vergleich der Zwe i fad i -Geschwind igke i t skorre la t i onen . 

« = 0 ,47 . 

A b b . 5. Vergle ich der Zwe i fach -Geschwind igke i t skorre la t i onen . 
« = 0 ,75. 

Abb. 6. Dreifach-Geschwindigkeitskorrelation K(r/1) 
be i x/M = 30. 

« = 0 ,47 , « = 0 , 7 5 ; i ? M = 5 3 0 0 , E/ = 6 2 0 c m / s e c . 
+ M e ß p u n k t e v o n S T E W A R T u n d TOWNSEND. 

7 L . G . LOITSIANSKI, T e d i n . M e m o r . N A C A , Wash . , N o . 1 0 7 9 
[ 1 9 3 9 ] . 

8A I . P R O U D M A N U. W . H . R E I D , P h i l o s . T r a n s . A 2 4 7 , 6 3 [ 1 9 5 4 ] . 

8B I. PROUDMAN, P r o c . C a m b r . Phi l . S o c . 4 7 , 158 [ 1 9 5 1 ] , 
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A b b . 7. Drei fach-Geschwindigkeitskorrelat ion K(r/k) 
bei x/M = 60. 

Weiterer Text wie in A b b . 6. 
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A b b . 8. Drei fach-Geschwindigkeitskorrelat ion K(r/X) 

bei x/M = 90. 
Weiterer Text wie in A b b . 6. 

I I . D i e D r u c k k o r r e l a t i o n P(r, t) 

1. Zusammenhang der Druckkorrelation mit der 
Geschwindigkeitskorrelation f(r, t) 

Die Funktion P(r,t) ist die Zweifachkorrelation 
der Druckverteilung in einem statistisch homogenen 
und isotropen Strömungsfeld. Sie ist also in der 
üblichen Weise definiert durch 

P(r,t) = p ( r 0 + r,z) p(r 0 , / ) (22) 

und hängt wegen der vorausgesetzten Homogenität 
und Isotropie des Strömungsfeldes nur vom Betrag 
des Abstandsvektors r der beiden Punkte ab, die 
korreliert werden, und von der Zeit t. 

Über die NAViER-STOKESschen Differentialgleichun-
gen hängt das Druckfeld mit dem Geschwindigkeits-
feld zusammen. Es wird sich daher auch die Druck-
korrelation durch Geschwindigkeitskorrelationen aus-
drücken lassen, und zwar durch eine mit dem vier-
stufigen Korrelationstensor «,• uk u/ um' gebildete In-
variante (gestrichene Komponenten beziehen sich 
auf den Ort 1'0 + f , nicht gestrichene Komponenten 
auf den Ort r0). Setzt man voraus, daß die folgende 
Zerfällungsregel gilt: 
Uj uk' u, um' = Rjk Rh„ + Rim Rki + ( u 2 ) 2 da dkm ( 23 ) 

[<5,7 = K R O N E C K E R - S y m b o l , Rik wie in (1 ) ] , so läßt 
sich die Vierfachkorrelation auf die Zweifachkorrela-
tion f{r,t) zurückführen, und man erhält nach 
B A T C H E L O R 3 folgenden Ausdruck für P(r, t) : 

P(r,t)=2Q2[u2(t)V ds. ( 24 ) 

A b b . 9. Drei fach-Geschwindigkeitskorrelat ion K(r/X) 
bei x/M=120. 

Weiterer Text wie in A b b . 6. 

Diese Formel gilt nur unter der Annahme von (23), 
und es mag daher angebracht sein, wenn wir kurz er-
örtern, welche Typen von Verteilungsfunktionen (23) 
erfüllen. Es genügt dabei, sich auf den zweidimensio-
nalen Fall zu beschränken, in dem man etwa in TQ -j- r 
wie in r0 jeweils nur eine Geschwindigkeitskomponente 
x bzw. y betrachtet. Die zu den beiden Zufallsvariablen 
x und y gehörige Verteilungsfunktion sei 0 (x, y). Die 
Zerfällungsregel (23) lautet dann: 

x2 y2 = x2 y2 + 2 (x y)2 . 

Diese Bedingung wird zunächst von einer zweidimensio-
nalen Normalverteilung erfüllt, wie man leicht mit 
Hilfe der charakteristischen Funktion qp(u,v) erkennen 
kann. Diese lautet nämlich für die Normalverteilung: 

+ oo +oo 

cp{u,v) = 
— oo — oo 

__ g— \ (xl u*+2 x y u v + y- v*) 



Entwickelt man die Exponentialfunktion im Integral 
wie auch die charakteristische Funktion und führt Ko-
effizientenvergleich durch, so folgt sofort die obige Re-
lation. 

Man kann aber auch leicht andere Verteilungen fin-
den, die die Zerfällungsregel erfüllen. Ist nämlich F (x) 
eine Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen x , für 
die gilt: 

+ oo 
x = / x d F ( x ) = 0 ; 

— oo 
+ 00 / + 00 \ 2 

x4 = /x 4 dF(x) = 3(x2)2 = 3 J x2dF(x) , 
— 00 \ — 00 / 

so gilt für die zweidimensionale Verteilung 
0(x, y)=F(x) F(x-y) 

die Relation 

Sei nämlich 

so ist 

x — u, x — y = v, 

xp{u, v) =F(u) F(v) 

eine unabhängige zweidimensionale Verteilung in u , v. 
Es gilt also: 

x2 y2 = u2 (u — v)2 = ui + u2v2 — {2 u3 v}, 

x2 = u2; x y = u(u — v) = u2 + {u v} 

y2 = (u — v)2 = u2 + v2 — \2 u v /, 

x2 y2 -f 2 (x y)2 = u2 v2 + 3 u2 u2 = u4 + u2 v2 = x2 y2 

nach Voraussetzung. 
Man benötigt also nur noch eindimensionale Ver-

teilungsfunktionen, die x = 0 und x4 = 3 erfüllen. 
Solche können natürlich leicht konstruiert werden und 
liefern dann durch die Faltung F (x) X F(x — y) zwei-
dimensionale Verteilungen der gewünschten Art. Die 
Annahme der Zerfällungsregel (23) ist unerläßlich, 
wenn man zu Aussagen über die Druckkorrelation 
kommen will, aber keineswegs selbstverständlich. 

Für das mittlere Druckquadrat ergibt sich aus (24) 
00 

p2(t) = P ( 0 ) =q2u2*2 [sßf)2ds = A(t) q2 u 2 2 (t) 
0 ° ~ (25) 

mit A(t)=2 s ds. 

2. Asymptotisches Verhalten 
Einfache Aussagen lassen sich hier wiederum für 

/—>00 machen, unter der Voraussetzung t t*, für 
Zeiten also, wo man einerseits die Trägheitsglieder 
gegenüber den Reibungsgliedern vernachlässigen 
kann, andererseits die Zweifachkorrelation f(r,t) 

»a G. I. TAYLOR, Proc . R o y . Soc . , Lond . A 151. 421 [ 1 9 3 5 ] . 
G. I . TAYLOR, Proc . R o y . Soc . . Lond . A 156. 307 [ 1 9 3 6 ] . 

durch (20) dargestellt wird. Setzt man (20) in (24) 
ein, so ergibt sich 

r2 

P(r,t)=e2u2* (t)e 4 v\t — t*) für t t*, (26) 

was man auch so schreiben kann: 
P(r,t) = \QUl(xx + r, x2,x3) u^x^, ar2,x8)]2 (27) 

ist die Geschwindigkeitskomponente parallel zur 
Strömungsrichtung durch das Gitter). Das mittlere 
Druckquadrat wird einfach: 

p* = P(0) =q2u22 also A(t)= 1 für t>t*.(28) 

Auch für den Druckgradienten läßt sich leicht ein 
asymptotischer Ausdruck gewinnen, der im gleichen 
Bereich gültig ist: Man geht dabei zweckmäßig von 
der Darstellung aus: 

grad p grad p = - Ar pp = - + y |f), 

die mit r — 0 gegen 

(grad p)2 = — 3 P" (0) = 12 Q2 u2* f ( ^ f d s (29) 

strebt. Da das Strömungsfeld statistisch-isotrop ist, 
folgt aus (29) 

(30) 

In seiner grundlegenden Arbeit zur statistischen 
Theorie der Turbulenz hat T A Y L O R 9 a 'b analog dem 
Ansatz für die Dissipationslänge / : 

3« 
dx 

eine Länge definiert durdi: 
Tdp\2 _ o2ü2 2 

V dx) 

Mit (30) ergibt sich nun sofort: 

(31) 

0 0 

fU df_Y 
dsj ds, wo s = rjX. (32) 

0 

x/M ; . /Ap; « = 0 ,47 A /A p ; « = 0,75 

30 0,95 0,95 
60 1,11 1,06 
90 1.13 1.09 

120 1,16 1.16 

Tab . 1. 



In Tab. 1 sind die Werte angegeben, die mit 
Hilfe der in I berechneten Korrelationsfunktionen 
f(r,t) ermittelt wurden. Man sieht, daß sie gut 
mit der TAYLORsehen Annahme übereinstim-
men. T A Y L O R hat den Ansatz (31) mit in (16) 
dazu verwendet, den Einfluß eines isotrop homogen 
turbulenten Strömungsfeldes auf die laminare Grenz-
schicht einer längs angeströmten Platte und einer 
Kugel zu ermitteln. Seine Ergebnisse stimmten recht 
gut mit experimentellen Ergebnissen überein und 
sprechen damit für den Ansatz / p Ä Ä A , der sich auch 
hier als gute Näherung erweist, und zwar unabhän-
gig von der Zeit. 

Das asymptotische Verhalten von (grad p)2 ergibt 
sich durch Auswertung von (29) mit Hilfe von (20) 
zu: 

(grad p)2 = 3 g2 "2 2 für t > t*. (33) 
5 r 2 v(t-t*) K ' 

Bezüglich r—>oo zu früheren Zeitpunkten kann man 
keine Aussagen machen. Doch muß auch hier ein 
exponentielles Gesetz gelten, wenn sich die Zweifach-
korrelation exponentiell verhält. Für r - > 0 erhält 
man durch Entwicklung der Integralformel (24) : 

P(r) = 2 £2 u2' > / ' 2 ds — r2 d s+ r4 ± . . 
o 

(34) 

oder mit (25) und (29) : 

P ( r ) = p 2 - ~ ( g r a d p ) 2 + y f V ^ J ± (35) 

Die Formeln (26) bis (28) lassen sich nun auch 
auf andere Weise interpretieren. Sie sind unter der 
Voraussetzung hergeleitet, daß die Trägheitsglieder 
vernachlässigt werden können, was um so früher 
geschehen kann, je kleiner die Re-Zahl ist. Sie stehen 
also auch für den Grenzfall Re —> 0 . Damit wird 
nahegelegt, den entgegengesetzten Grenzfall Re —oo 
zu untersuchen. In diesem Fall spielt die Zähigkeit 
eine immer größere Rolle, so daß die Energie durch 
den Austauschvorgang zu immer größeren Wellen-
zahlen transportiert wird, da der hemmende Einfluß 
der Reibung fehlt. Damit wird eine Entkopplung 
von den großen Wirbeln ermöglicht, d. h. von den 
Anfangsbedingungen, so daß ein Gleichgewicht im 
Sinne von A, Abschnitt VII, existieren muß, das 
sich nun bis an die großen Wirbel heran erstreckt. 

Es hängt vom Betrag e der Änderung der Gesamt-
energie in der Zeiteinheit und der kinematischen 
Zähigkeit v als Parametern ab, die man auch durch 
eine charakteristische Länge und eine charakteristi-
sche Geschwindigkeit ersetzen kann; es erstreckt sich 
über einen so großen Wellenzahlbereich, daß im 
Anfang des Gleichgewichtsbereiches bei kleineren k 
ein Teilbereich existiert, der nur vom Austauschvor-
gang beherrscht wird. Das Energiespektrum im ge-
samten Gleichgewichtsbereich wird nach H E I S E X -

B E R G 10 wiedergegeben durch 

F(k, t) = V2lG{kl) = *2 V21 

4 \k l ) 7 ( 1 + 3 * 2 / 8 (k Z ) 4 ) 4 / S ' 

V = (v s)1/4, l=(v*/eyu. (36) 

Der „Trägheitsbereich" ist nun dadurch ausgezeich-
net, daß die Universalfunktion G(kl) so beschaffen 
sein muß, daß in V2lG(kl) die Abhängigkeit von r 
entfällt. Das trifft für k 1// zu, denn dann folgt 
aus (36) : 

£ \V. , F(k,t) = 
9 X 

k<\/l, (37 

was tatsächlich nicht von v abhängt. Dieses 
Gesetz für das Energiespektrum ist auch von v. W E I Z -

S Ä C K E R 11 und O N S A G E R 12 auf anderem Wege her-
geleitet worden. 

Diese Feststellungen lassen sich nun auch auf die 
Zweifachkorrelation übertragen. Existiert das Gleich-
gewicht für k k0 , so ist es für / (r ) bestimmend 
in r <€ r0 , wo r0 die Größenordnung 1 /k0 hat. Der 
Trägheitsbereich wird begrenzt durch: / r r0 , 
während 0 ^ r / dem A;_7-Bereich des Spektrums 
entspricht. Die Theorie des Gleichgewichts ist nun 
nicht direkt auf die Geschwindigkeitskorrelation 
u2f(r)=u1u1' anwendbar, sondern nur auf die 
Mittelwerte der Differenzen der Strömungsgrößen 
in zwei verschiedenen Punkten des Gleichgewichts-
bereiches, wie K O L M O G O R O V 13 gezeigt hat. Wir müs-
sen daher ansetzen: 

K - « / ) 2 = 2 u2 (1 - / (r)) = V2 ff (r/Z), (38) 

wo H(r/l) eine Universalfunktion von r/l ist. Im 
Trägheitsbereich muß wieder V2 H (r/l) von v unab-
hängig werden. Aus (38) folgt dann: 

u i ) ~ = 2 u 2 ( l —/(r ) ) 
= C F2(r/ / ) s / s , Kr<r0 (39) 

1 0 W . HEISENBERG, P r o c . R o y . S o c . . L o n d . A 1 9 5 , 4 0 2 [ 1 9 4 8 ] . 
1 1 C . F . VON W E I Z S Ä C K E R , Z . P h y s . 1 2 4 , 6 1 4 [ 1 9 4 8 ] . 

1 2 L . O N S A G E R , P h y s . R e v . 6 8 . 2 8 6 [ 1 9 4 5 ] . 
1 3 A . N . KOLMOGOROV, C . R . A c a d . S e i . U R S S 3 0 , 3 0 1 [ 1 9 4 1 ] . 



(C ist eine Konstante). Um dieses Ergebnis für die 
Druckkorrelation zu verwenden, setzen wir es ein in 

(p-p')2 = 2(P ( 0 ) - / » ) 

= 2 q2 u2 

(40) 

yf'2dy-r2J ly f 2 dy 

und erhalten das Verhalten der Druckkorrelation im 
Trägheitsbereich: 

(p-p')2 = C2V*Q2(r/iy>\ l<r<r0 

oder auch 

Re — o c : (P — P ) 2 = Q2 (Mi — u i ) 2 

— q2 (ux (Xj -+- r, x2 , £3) — ux (xx, x2 , £3))' 

(41) 

(42) 

Das asymptotische Verhalten für Re — 0 wird dem-
gegenüber gemäß (27) beschrieben durch 

Re —̂  0 : ( p - p ' ) 2 = 2 q 2 { u 1 2 { x 1 , x 2 , x 3 ) 2 

- ux (xt + r, zg, ars) (xlt x2, z 3 ) 2 ) . (43) 

Die Beziehung (42) wurde von O B U K H O V 1 4 angege-
ben und später durch Berechnung weiterer Glieder 
von O B U K H O V und Y A G L O M 15 verbessert. 

Entsprechende asymptotische Aussagen lassen sich 
audi für den Druckbeiwert machen. Für 
Re — s t r e b t A—^l. Zur Bestimmung des Grenz-
wertes für R e - > o o muß man in dem Integralaus-
druck (25) Korrelationen einsetzen, die mit Hilfe von 
ähnlichen Lösungen der HEiSENBERGSchen Gleichung 
gewonnen sind und damit einem Gleichgewichtszu-
stand entsprechen. Diese Berechnung hat B A T C H E L O R 3 

durchgeführt und A = 0,34 erhalten. Zwischen diesen 

beiden Grenzwerten muß sich die Größe A im Laufe 
des Abklingvorgangs bewegen, und zwar von einem 
Anfangswert 0,34 gegen 1, da die charakteristische 
Be-Zahl R;. = uX/v im Laufe des Abklingvorgangs 
abnimmt (Abb. 10). 

3. Abklingen der Druckkorrelation 

Die Integralformel (24) ermöglicht die Berech-
nung der Druckkorrelation P(r, t) aus der Ableitung 
der Geschwindigkeitskorrelation / (r) , die wir be-
reits in I aus den Lösungen der HEiSENBERGSchen 

Gleichung ermittelt haben. Für x/M = 30 können wir 
P(r) aus der von S T E W A R T und T O W N S E N D gemesse-
nen Korrelation f(r,x/M = 30) beredinen und erhal-
ten so die Anfangswerte P(r, x/M = 30) . Die Ergeb-
nisse dieser Bechnung sind in den Abb. 1 bis 3 
unter den Geschwindigkeitskorrelationen /(r/A) auf-
getragen, und zwar in der Normierung P(r/X)/P(0). 
Man erkennt, daß P{rjX) für kleine r/X etwas schwä-
cher abfällt als j [rjX), um dann allerdings weit stär-
ker gegen Null zu streben. Dieses Verhalten ergab 
sich auch bei B A T C H E L O R 3 für große Re-Zahlen und 
ist schon deshalb zu erwarten, weil die Druckkorre-
lation quadratisch von der Geschwindigkeitskorrela-
tion abhängt. Da die Werte für « = 0,47 und 
« = 0,75 sich kaum unterscheiden, darf angenommen 
werden, daß die Ergebnisse den wahren Sachverhalt 
gut approximieren, trotz Benutzung des HEiSENBERG-

Schen Ansatzes. Leider liegen keine experimentellen 
Ergebnisse vor, die sich zum Vergleich eignen. Le-
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A b b . 10. p2 = A (x/M) Q- ui% . 
« = 0 , 4 7 ; « = 0 , 7 5 . 

A b b . I I . Ze i t l i ches A b k l i n g e n der D r u c k d i f f e r e n z f u n k t i o n . 
« = 0 , 4 7 ; « = 0 , 7 5 . 
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diglich U B E R O I 16 hat bei der Re-Zahl Rx = 60 einige 
Messungen der Druckkorrelation durchgeführt. Da 
jedoch in unserem Fall Rx = 20 (Rx2 = 10 R\i/D), 
können unsere Ergebnisse nicht mit U B E R O I S Mes-
sungen verglichen werden. Doch hat U B E R O I auch die 
Größe A in Abhängigkeit von Rx gemessen und ge-
langt für Rx^25 zu einem Wert A = 0,6, der sehr 
gut mit dem hier berechneten übereinstimmt 
(Abb. 10). Aus dieser Abbildung kann man auch 
entnehmen, daß wir noch weit vom asymptotischen 
Zustand t* entfernt sind, denn der Anstieg 
dA/dx ist nur sehr gering. 

In Abb. 11 ist der Abklingvorgang für die Druck-
differenzfunktion aufgetragen, die von russischen 
Autoren auch als Strukturfunktion des Druckfeldes 
bezeichnet wird, von ihnen aber nur im Rahmen 
der KoLMOGOROVschen Theorie behandelt worden ist. 

Ich danke Herrn Professor Dr. W. T O L L M I E N für die 
Anregung und Förderung dieser Arbeit. Herrn Profes-
sor Dr. L . B I E R M A N N danke ich für die Möglichkeit, die 
elektronische Rechenmaschine G 1 des Max-Planck-In-
stitutes für Physik zu benutzen, wodurch mir die Durch-
führung der Rechnungen wesentlich erleichtert wurde. 

Lichtanregung beim Stoß von Helium mit leichtem und 
schwerem Wasserstoff* 

Von W. H A N L E und G. A. Voss 
A u s d e m I. Phys ika l i s chen Institut d e r T e c h n i s c h e n Univers i tät B e r l i n u n d d e m 

Phys ika l i s chen Institut d e r J u s t u s - L i e b i g - H o c h s c h u l e G i e ß e n 
(Z. Naturforschg. 11 a, 857—862 [1956] ; eingegangen am 30. August 1956) 

W e r d e n W a s s e r s t o f f i o n e n in H e l i u m geschossen , so e r f o l g t e ine A n r e g u n g d e r T r i p l e t t l i n i e n des 
H e l i u m s . D a n e b e n tritt b e i m Stoß v o n H 2 + - u n d H 3 + - I o n e n auf H e l i u m noch d i e BALMER-Serie des 
Wassers to f f s in Ersche inung , d i e be i d e r D i s soz ia t i on d e r W a s s e r s t o f f i o n e n a n g e r e g t w i r d . D i e A n -
r e g u n g s f u n k t i o n e n der H e l i u m l i n i e n 3 8 8 9 Ä ( 2 3 S - 3 : i P ) u n d 5 8 7 6 Ä ( 2 3 P - 3 3 D ) u n d der H a -
L i n i e des Wassers to f f s s te igen i m untersuchten Bere i ch ( S t o ß e n e r g i e n zwischen 2 u n d 2 0 k e V ) lang-
sam u n d g l e i c h m ä ß i g an. 

D i e b e i m S t o ß von I o n e n des schweren Wassers to f f s auf H e l i u m erha l tenen A n r e g u n g s f u n k t i o n e n 
fa l l en mit d e n b e i m S t o ß von I o n e n des leichten W a s s e r s t o f f s sich e r g e b e n d e n i n n e r h a l b d e r Feh le r -
grenzen z u s a m m e n , w e n n m a n d ie Intensität d e s a n g e r e g t e n L e u c h t e n s nicht als F u n k t i o n d e r E n e r g i e 
s o n d e r n ü b e r der G e s c h w i n d i g k e i t d e r s t o ß e n d e n T e i l c h e n a u f t r ä g t . D i e s ist in U b e r e i n s t i m m u n g 
mit d e r T h e o r i e des K o r p u s k u l a r s t o ß e s , w o n a c h f ü r d i e E n e r g i e ü b e r t r a g u n g durch unelast ischen 
S t o ß nicht d i e Energ ie , s o n d e r n d ie G e s c h w i n d i g k e i t d e r T e i l c h e n m a ß g e b e n d ist. 

D i e L i c h t a n r e g u n g durch H e l i u m i o n e n in l e i chtem u n d s c h w e r e m Wassers to f f ist g le i ch . D a s 
intensive A u f t r e t e n der H e l i u m b o g e n l i n i e n b e i d i e s e m P r o z e ß s o w i e das starke A n s t e i g e n d e r Licht-
intensität be i a b n e h m e n d e n S t o ß e n e r g i e n d e u t e n j e d o c h darauf h in , d a ß es sich h i e r nicht um e ine 
echte L i c h t a n r e g u n g durch I o n e n s t o ß , s o n d e r n u m e in W i e d e r v e r e i n i g u n g s l e u c h t e n des H e l i u m s 
hande l t . 

Bei den bisher durchgeführten Versuchen über 
die Lichtanregung durch Stoß von Atomen und 
Ionen des leichten und schweren Wasserstoffs1-4 

wurde der in einer Ionenquelle (Niedervoltkapil-
larbogen oder Kanalstrahlrohr) erzeugte Teilchen-
strahl direkt in das anzuregende Gas geschossen. Da 
eine Zerlegung in seine Komponenten aus Intensi-
tätsgründen nicht möglich war, konnte die beobach-
tete Lichtanregung nicht eindeutig einer bestimmten 

Teilchenart (H, H2 und H\ H2+, H3+ bzw. D, D2 

und D+, D2+, D3+) zugeordnet werden. Unterschiede 
in der Lichtanregung beim Übergang von leichtem 
zu schwerem Wasserstoff waren möglicherweise Fol-
gen einer Änderung der Zusammensetzung des Teil-
chenstrahls. Auch konnte bei diesen Messungen eine 
geringe Verunreinigung des Strahls durch Fremd-
ionen die Messung in unkontrollierbarer Weise ver-
fälschen. Deshalb bestand der Wunsch, die Licht-

* Z u g l e i c h Dissertat ion an der Technischen Universi tät Ber l in . 3 W . HANLE U. R . JUNKELMANN, P h y s . Z . 3 7 , 5 9 3 [ 1 9 3 6 ] . 
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2 R . JUNKELMANN, Z . P h y s . 1 0 7 , 5 6 1 [ 1 9 3 7 ] . 


